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Παίγνια

Οι μαθητές απολαμβάνουν τα παιχνίδια. Είτε τα μαθηματικά στα οποία βασί­
ζεται ένα παιχνίδι είναι απλά είτε είναι περίπλοκα, η δυνατότητα κοινωνικής
αλληλεπίδρασης και ελεγχόμενου ανταγωνισμού μπορεί να βοηθήσει να ξεπε­
ραστεί η καθημερινή ρουτίνα της σχολικής ζωής.

Ταυτόχρονα, τα προβλήματα αυτά είναι μεστά περιεχομένου, και οι μαθη­
τές συχνά βρίσκουν τη λύση τους αρκετά δύσκολη. Οι βασικές δυσκολίες συ­
νίστανται, πρώτον, στο να συγκροτηθεί η νικηφόρα στρατηγική και, δεύτερον,
στο να αποδειχθεί ότι η υπό εξέταση στρατηγική οδηγεί πάντα σε νίκη. Στην
προσπάθειά τους να υπερνικήσουν αυτές τις δυσκολίες, οι μαθητές μαθαίνουν
περισσότερα για τα αποδεκτά πρότυπα μαθηματικής επιχειρηματολογίας, και
εκλεπτύνουν την κατανόησή τους για το τι σημαίνει «επιλύω ένα πρόβλημα».

Οι μαθητές θα πρέπει να κατανοήσουν ότι προτάσεις του τύπου «Αν κάνεις
αυτό, εγώ θα κάνω το εξής» συνήθως δεν αποτελούν λύσεις ενός παιγνίου. Στο
κείμενο δίνουμε παραδείγματα ορθών λύσεων.

Συνιστούμε να παρουσιάζονται σε κάθε μάθημα ένα ή δύο το πολύ παίγνια
από αυτό το κεφάλαιο, με εξαίρεση την §4, που περιέχει προβλήματα που ανα­
λύονται «ανάδρομα». Η ιδέα της συμμετρίας (§2) και η έννοια της νικηφόρας
θέσης (§3) μπορούν να μελετηθούν ανεξάρτητα μεταξύ τους. Ο καλύτερος τρό­
πος να γίνει αυτό είναι αφού πρώτα εξεταστούν δύο ή τρία προβλήματα πάνω
στο κάθε θέμα.

Στα μαθηματικά μελετώνται πολλών ειδών παίγνια, και υπάρχουν πολλών
ειδών θεωρίες παιγνίων. Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουμε μόνο ένα είδος.
Σε καθένα από αυτά τα παίγνια, υπάρχουν δύο παίκτες που κάνουν κινήσεις
εναλλάξ, και δεν επιτρέπεται κάποιος παίκτης να αρνηθεί να κάνει κίνηση. Το
πρόβλημα είναι πάντα το ίδιο: να βρεθεί ποιος παίκτης (ο πρώτος ή ο δεύτερος)
έχει νικηφόρα στρατηγική. Οι παραπάνω «κανόνες» ισχύουν για κάθε παιχνίδι
από εδώ και στο εξής.
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Τα προβλήματα που επισημαίνονται με αστερίσκο είναι πιο δύσκολα από
τα άλλα.

§1. Ψευδο­παίγνια: Παίγνια­παρωδίες

Η πρώτη κατηγορία παιγνίων που θα εξετάσουμε είναι κάποιες «παρωδίες»
παιγνίων. Η έκβαση αυτών των ψευδο­παιγνίων δεν εξαρτάται από το πώς θα
εξελιχθεί το παίγνιο. Για τον λόγο αυτό, η λύση ενός τέτοιου ψευδο­παιγνίου
δεν συνίσταται στο να βρεθεί μια νικηφόρα στρατηγική, αλλά στο να αποδει­
χθεί ότι ο ένας ή ο άλλος από τους δύο παίκτες θα νικήσει σίγουρα (ανεξάρτητα
από το πώς θα εξελιχθεί το παίγνιο!).
Πρόβλημα 1. Δύο παιδιά σπάνε εναλλάξ μια ορθογώνια παραλληλόγραμμη
σοκολάτα διαστάσεων 6 επί 8 τετραγώνων. Επιτρέπεται να σπάνε τη σοκολάτα
μόνο στις χαραγές που υπάρχουν ανάμεσα στα τετράγωνα. Αν η σοκολάτα έχει
χωριστεί σε διάφορα κομμάτια, τα παιδιά συνεχίζουν να σπάνε αυτά τα κομμά­
τια μέχρις ότου να απομείνουν μόνο τα ξεχωριστά τετράγωνα. Ο παίκτης που
δεν μπορεί να σπάσει περισσότερο κανένα κομμάτι χάνει. Ποιος θα νικήσει;
Λύση.Μετά από κάθε κίνηση, ο αριθμός των κομματιών αυξάνεται κατά ένα.
Αρχικά, υπάρχει μόνο ένα κομμάτι. Στο τέλος του παιχνιδιού, όταν δεν είναι
δυνατόν να γίνει καμία επιπλέον κίνηση, η σοκολάτα έχει χωριστεί σε μικρά
τετράγωνα, και υπάρχουν 48 τέτοια τετράγωνα. Άρα, θα πρέπει να έχουν γίνει
47 κινήσεις, από τις οποίες η τελευταία, όπως και κάθε άλλη κίνηση περιττού
αριθμού, έχει γίνει από τον πρώτο παίκτη. Επομένως, ο πρώτος παίκτης νικά
ανεξάρτητα από το πώς θα εξελιχθεί το παιχνίδι.
Για τους διδάσκοντες. Τα ψευδο­παίγνια επιτρέπουν στους μαθητές να χαλα­
ρώσουν και τους απελευθερώνουν από την υποχρέωση να λύσουν ένα πρό­
βλημα ή να νικήσουν σε ένα παιχνίδι. Είναι πολύ αποτελεσματικά, για παρά­
δειγμα, αν εισάγονται μετά από κάποιο ιδιαίτερα δύσκολο κομμάτι της ύλης,
ή στο τέλος ενός μαθήματος. Είναι σημαντικό να αφήνουμε τους μαθητές να
παίζουν πραγματικά τα παιχνίδια πριν τους ζητήσουμε να παρουσιάσουν μια
λύση.
Πρόβλημα 2. Υπάρχουν τρεις σωροί από πέτρες: ένας με 10 πέτρες, ένας με
15 πέτρες και ένας με 20 πέτρες. Σε κάθε γύρο, ο κάθε παίκτης μπορεί να επι­
λέξει έναν από τους σωρούς και να τον χωρίσει σε δύο μικρότερους σωρούς.
Ο χαμένος είναι ο παίκτης που δεν μπορεί να το κάνει αυτό. Ποιος θα νικήσει,
και πώς;
Πρόβλημα 3. Σε ένα φύλλο χαρτί είναι γραμμένοι οι αριθμοί από το 1 μέχρι
και το 20 ο ένας μετά τον άλλο. Δύο παίκτες βάζουν εναλλάξ πρόσημα συν και
μείον ανάμεσα στους αριθμούς. Όταν τοποθετηθούν όλα τα πρόσημα, υπολο­
γίζεται η έκφραση που έχει προκύψει (δηλαδή εκτελούνται οι προσθέσεις και
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οι αφαιρέσεις). Αν το αποτέλεσμα είναι άρτιος αριθμός νικά ο πρώτος παίκτης,
και αν είναι περιττός νικά ο δεύτερος. Ποιος θα νικήσει και πώς;
Πρόβλημα 4. Δύο παίκτες τοποθετούν εναλλάξ πύργους σε μια σκακιέρα έτσι
ώστε κανείς να μην απειλεί κανέναν άλλο. Χάνει ο παίκτης που δεν μπορεί να
τοποθετήσει πύργο. Ποιος θα νικήσει;
Πρόβλημα 5. Σε έναν μαυροπίνακα είναι γραμμένα δέκα 1 και δέκα 2. Σε κάθε
γύρο, ένας παίκτης μπορεί να διαγράψει οποιαδήποτε δύο ψηφία. Αν τα δύο
ψηφία που διαγράφονται είναι ίδια, αντικαθίστανται από ένα 2. Αν είναι δια­
φορετικά, αντικαθίστανται από ένα 1. Αν απομείνει στο τέλος ένα 1 νικά ο
πρώτος παίκτης, ενώ αν απομείνει ένα 2 νικά ο δεύτερος.
Πρόβλημα 6.⋆ Σε έναν μαυροπίνακα είναι γραμμένοι οι αριθμοί 25 και 36.
Σε κάθε γύρο, ένας παίκτης γράφει στον πίνακα τη (θετική) διαφορά ανάμεσα
σε δύο αριθμούς που υπάρχουν ήδη στον πίνακα – αν η διαφορά αυτή δεν
εμφανίζεται ήδη στον πίνακα. Ο παίκτης που χάνει είναι εκείνος που δεν μπορεί
να γράψει κανέναν αριθμό.
Πρόβλημα 7. Έχουμε μια σκακιέρα με διαστάσεις (α) 9 × 10, (β) 10 × 12, και
(γ) 9 × 11. Σε έναν γύρο, ένας παίκτης επιτρέπεται να διαγράψει μια γραμμή ή
μια στήλη αν στην αρχή αυτού του γύρου απομένει τουλάχιστον ένα τετράγωνο
της γραμμής ή της στήλης. Ο παίκτης που δεν μπορεί να κάνει κίνηση χάνει.

§2. Συμμετρία

Πρόβλημα 8. Δύο παίκτες τοποθετούν εναλλάξ πανομοιότυπα κέρματα σε ένα
στρογγυλό τραπέζι, χωρίς να στοιβάζουν το ένα κέρμα πάνω σε ένα άλλο. Ο
παίκτης που δεν μπορεί να τοποθετήσει κέρμα χάνει.
Λύση. Στο παιχνίδι αυτό, ο πρώτος παίκτης μπορεί να νικήσει ανεξάρτητα από
το πόσο μεγάλο είναι το τραπέζι! Για να το πετύχει, θα πρέπει να τοποθετή­
σει το πρώτο κέρμα έτσι ώστε το κέντρο του να συμπίπτει με το κέντρο του
τραπεζιού. Μετά από αυτό, απαντά σε κάθε κίνηση του δεύτερου παίκτη το­
ποθετώντας ένα κέρμα σε μια θέση συμμετρική προς το κέρμα που τοποθετεί
ο δεύτερος παίκτης, ως προς το κέντρο του τραπεζιού. Παρατηρούμε ότι, με
αυτή τη στρατηγική, μετά από κάθε κίνηση του πρώτου παίκτη οι θέσεις των
δύο παικτών είναι συμμετρικές. Έπεται ότι αν υπάρχει μια επιτρεπόμενη κί­
νηση για τον δεύτερο παίκτη, τότε υπάρχει και μια απάντηση για τον πρώτο
παίκτη, ο οποίος συνεπώς θα νικήσει.
Πρόβλημα 9. Δύο παίκτες τοποθετούν εναλλάξ αξιωματικούς στα τετράγωνα
μιας σκακιέρας, έτσι ώστε να μην απειλούν ο ένας τον άλλο (οι αξιωματικοί
μπορούν να τοποθετούνται σε τετράγωνα οποιουδήποτε χρώματος). Ο παίκτης
που δεν μπορεί να κάνει κίνηση χάνει.
Λύση. Δεδομένου ότι μια σκακιέρα είναι συμμετρική ως προς το κέντρο της,
είναι φυσιολογικό να δοκιμάσουμε μια συμμετρική στρατηγική. Αλλά αυτή τη



7. Παίγνια 69

φορά, δεδομένου ότι δεν μπορεί κανείς να τοποθετήσει έναν αξιωματικό στο
κέντρο της σκακιέρας, η συμμετρία θα βοηθά τον δεύτερο παίκτη. Αν σκε­
φτούμε σε αναλογία με το προηγούμενο πρόβλημα, ίσως να φαίνεται ότι μια
τέτοια στρατηγική θα επέτρεπε στον δεύτερο παίκτη να νικήσει. Ωστόσο, αν
την ακολουθήσει, δεν μπορεί να κάνει ούτε καν μια δεύτερη κίνηση! Ο αξιω­
ματικός που έχει τοποθετηθεί από τον πρώτο παίκτη μπορεί να απειλεί έναν
αξιωματικό τοποθετημένο στο συμμετρικό τετράγωνο.

Το παράδειγμα αυτό μας δείχνει ότι όταν εφαρμόζουμε μια συμμετρική
στρατηγική θα πρέπει να έχουμε υπ’ όψη ότι μια συμμετρική κίνηση μπορεί
να εμποδιστεί ή να αποτραπεί, αλλά μόνο από μια κίνηση που έχει μόλις
κάνει ο αντίπαλος. Λόγω της συμμετρίας, οι κινήσεις που έχουν γίνει νωρί­
τερα δεν μπορούν να επηρεάσουν την κίνηση ενός παίκτη. Για να λύσουμε ένα
παίγνιο χρησιμοποιώντας μια συμμετρική στρατηγική, θα πρέπει να βρούμε
μια συμμετρία τέτοια ώστε η προηγούμενη κίνηση να μην καταστρέφει την
επιλεγμένη στρατηγική.

Επομένως, για να λύσουμε το Πρόβλημα 9, θα πρέπει να στραφούμε όχι
στη συμμετρία σημείου της σκακιέρας, αλλά στη συμμετρία ευθείας της. Μπο­
ρούμε να επιλέξουμε, για παράδειγμα, ως ευθεία συμμετρίας εκείνη που περ­
νάει ανάμεσα στην τέταρτη και την πέμπτη γραμμή. Τα τετράγωνα που είναι
συμμετρικά ως προς αυτή την ευθεία θα είναι διαφορετικού χρώματος, και
επομένως ένας αξιωματικός που βρίσκεται σε ένα τετράγωνο δεν μπορεί να
απειλεί έναν αξιωματικό στο συμμετρικό τετράγωνο. Άρα, ο δεύτερος παίκτης
μπορεί να νικήσει σε αυτό το παιχνίδι.

Η ιδέα μιας συμμετρικής στρατηγικής δεν είναι κατ’ ανάγκη καθαρά γεω­
μετρικής φύσης. Ας δούμε το παρακάτω πρόβλημα.
Πρόβλημα 10. Υπάρχουν δύο σωροί με 7 πέτρες ο καθένας. Σε κάθε γύρο,
ένας παίκτης μπορεί να πάρει όσες πέτρες θέλει, αλλά μόνο από έναν από τους
σωρούς. Ο παίκτης που χάνει είναι εκείνος που δεν μπορεί να κάνει κίνηση.
Λύση. Ο δεύτερος παίκτης μπορεί να νικήσει σε αυτό το παιχνίδι, χρησιμο­
ποιώντας μια συμμετρική στρατηγική. Σε κάθε γύρο, θα πρέπει να παίρνει όσες
πέτρες έχει μόλις πάρει ο πρώτος παίκτης, αλλά από τον άλλο σωρό. Επομένως,
ο δεύτερος παίκτης έχει πάντα κίνηση.

Η συμμετρία σε αυτό το πρόβλημα συνίσταται στο να διατηρούνται ίσοι οι
αριθμοί των πετρών στους δύο σωρούς.
Πρόβλημα 11. Δύο παίκτες τοποθετούν εναλλάξ άλογα στα τετράγωνα μιας
σκακιέρας, έτσι ώστε κανένα άλογο να μην απειλεί κάποιο άλλο. Ο παίκτης
που δεν μπορεί να το κάνει αυτό χάνει.
Πρόβλημα 12. Δύο παίκτες τοποθετούν εναλλάξ βασιλιάδες στα τετράγωνα
μιας σκακιέρας διαστάσεων 9 × 9, έτσι ώστε κανένας βασιλιάς να μην απειλεί
κάποιον άλλο. Ο παίκτης που δεν μπορεί να το κάνει αυτό χάνει.
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Πρόβλημα 13. (α) Δύο παίκτες τοποθετούν εναλλάξ αξιωματικούς στα τετρά­
γωνα μιας σκακιέρας. Σε κάθε γύρο, ο αξιωματικός θα πρέπει να απειλεί του­
λάχιστον ένα τετράγωνο το οποίο δεν απειλείται από άλλον αξιωματικό. Ένας
αξιωματικός «απειλεί» το τετράγωνο στο οποίο είναι τοποθετημένος. Ο παί­
κτης που χάνει είναι εκείνος που δεν μπορεί να κινηθεί. (β)⋆ Το ίδιο παιχνίδι,
αλλά με πύργους.
Πρόβλημα 14. Σε μια σκακιέρα διαστάσεων 10 × 10, δύο παίκτες τοποθε­
τούν εναλλάξ πλακίδια του ντόμινο σε ζευγάρια τετραγώνων. Το κάθε πλακί­
διο είναι ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με πλάτος 1 τετράγωνο και μήκος
2 τετράγωνα (το οποίο μπορεί να τοποθετηθεί με οποιονδήποτε από τους δύο
προσανατολισμούς). Τα πλακίδια δεν μπορούν να επικαλύπτονται. Ο παίκτης
που δεν μπορεί να τοποθετήσει πλακίδιο χάνει.
Πρόβλημα 15. Σε κάθε τετράγωνο μιας σκακιέρας διαστάσεων 11 × 11 είναι
τοποθετημένο ένα πιόνι της ντάμας. Οι παίκτες αφαιρούν εναλλάξ οσαδήποτε
από τα πιόνια που βρίσκονται το ένα δίπλα στο άλλο κατά μήκος μίας γραμμής
ή μίας στήλης. Ο νικητής είναι ο παίκτης που αφαιρεί το τελευταίο πιόνι.
Πρόβλημα 16. Υπάρχουν δύο σωροί από πέτρες. Στον έναν υπάρχουν 30 πέ­
τρες, και στον άλλο 20 πέτρες. Οι παίκτες αφαιρούν εναλλάξ όσες πέτρες θέ­
λουν, αλλά μόνο από τον ένα σωρό. Ο παίκτης που θα αφαιρέσει την τελευταία
πέτρα νικά.
Πρόβλημα 17. Πάνω σε έναν κύκλο είναι σημειωμένα είκοσι σημεία. Οι παί­
κτες ενώνουν εναλλάξ δύο από τα σημεία με ένα ευθύγραμμο τμήμα το οποίο
δεν τέμνει ένα τμήμα που είναι ήδη σχεδιασμένο. Ο παίκτης που δεν μπορεί
να το κάνει αυτό χάνει.
Πρόβλημα 18. Μια μαργαρίτα έχει (α) 12 πέταλα, και (β) 11 πέταλα. Οι παί­
κτες μαδάνε εναλλάξ είτε ένα μόνο πέταλο είτε δύο πέταλα το ένα ακριβώς
δίπλα στο άλλο. Ο παίκτης που δεν μπορεί να το κάνει αυτό χάνει.
Πρόβλημα 19.⋆ Μας δίνεται ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο διαστάσεων
(α) 4 × 4 × 4, (β) 4 × 4 × 3, και (γ) 4 × 3 × 3, το οποίο αποτελείται από
μοναδιαίους κύβους. Οι παίκτες διατρυπούν εναλλάξ μια σειρά από κύβους
(παράλληλα προς τις ακμές του στερεού σώματος), εφ’ όσον υπάρχει τουλά­
χιστον ένας κύβος που δεν έχει ακόμα τρυπηθεί σε αυτή τη σειρά. Ο παίκτης
που δεν μπορεί να το κάνει αυτό χάνει.
Πρόβλημα 20. Δύο παίκτες σπάνε εναλλάξ ένα κομμάτι σοκολάτας που απο­
τελείται από 5×10 μικρά τετράγωνα. Σε κάθε γύρο, μπορούν να σπάσουν κατά
μήκος των χαραγών ανάμεσα στα τετράγωνα. Νικά ο παίκτης που θα δημιουρ­
γήσει πρώτος ένα μόνο τετράγωνο σοκολάτας.
Πρόβλημα 21. Δύο παίκτες τοποθετούν εναλλάξ σύμβολα x και o στα τετρά­
γωνα ενός πλέγματος διαστάσεων 9 × 9. Ο πρώτος παίκτης τοποθετεί τα σύμ­
βολα x, και ο δεύτερος τα σύμβολα o. Στο τέλος του παιχνιδιού, ο πρώτος
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παίκτης παίρνει έναν πόντο για κάθε γραμμή ή στήλη η οποία περιέχει περισ­
σότερα x από o. Ο δεύτερος παίκτης παίρνει έναν πόντο για κάθε γραμμή ή
στήλη που περιέχει περισσότερα o από x. Ο παίκτης με τους περισσότερους
πόντους νικά.

§3. Νικηφόρες θέσεις

Πρόβλημα 22. Σε μια σκακιέρα, ένας πύργος βρίσκεται στο τετράγωνο 𝑎1. Οι
παίκτες μετακινούν εναλλάξ τον πύργο όσα τετράγωνα θέλουν, είτε οριζόντια
προς τα δεξιά είτε κατακόρυφα προς τα πάνω. Νικά ο παίκτης που θα μπορέσει
να τοποθετήσει τον πύργο στο τετράγωνο ℎ8.

Σε αυτό το παιχνίδι, θα νικήσει ο δεύτερος παίκτης. Η στρατηγική είναι
αρκετά απλή: σε κάθε γύρο τοποθετεί τον πύργο στη διαγώνιο ανάμεσα στο
𝑎1 και στο ℎ8. Ο λόγος που αυτή η στρατηγική λειτουργεί είναι ότι ο πρώτος
παίκτης είναι αναγκασμένος σε κάθε γύρο να απομακρύνει τον πύργο από τη
διαγώνιο, ενώ ο δεύτερος παίκτης μπορεί πάντα να τον επανατοποθετεί σε αυτή
τη διαγώνιο. Δεδομένου ότι το νικηφόρο τετράγωνο ανήκει στη διαγώνιο, ο
δεύτερος παίκτης θα καταφέρει τελικά να τοποθετήσει τον πύργο σε αυτό.

Ας αναλύσουμε αυτή τη λύση σε κάπως μεγαλύτερο βάθος. Στην προκει­
μένη περίπτωση, καταφέραμε να ορίσουμε μια κατηγορία νικηφόρων θέσεων
(όπου ο πύργος βρίσκεται στη διαγώνιο από το 𝑎1 μέχρι το ℎ8), η οποία έχει
τις εξής ιδιότητες:

(1) η τελική θέση του παιχνιδιού είναι νικηφόρα,
(2) ένας παίκτης δεν μπορεί ποτέ να μετακινηθεί από μια νικηφόρα θέση σε

μια άλλη σε έναν μόνο γύρο, και
(3) ένας παίκτης μπορεί πάντα να μετακινηθεί από μια μη νικηφόρα θέση

σε μια νικηφόρα σε έναν μόνο γύρο.
Η ανακάλυψη μιας τέτοιας κατηγορίας νικηφόρων θέσεων για ένα συγκε­

κριμένο παίγνιο ισοδυναμεί με την επίλυση του παιγνίου. Πράγματι, η μετα­
κίνηση σε μια νικηφόρα θέση σε κάθε κίνηση αποτελεί μια νικηφόρα στρατη­
γική. Αν η αρχική θέση του παιγνίου είναι νικηφόρα, τότε θα νικήσει ο δεύ­
τερος παίκτης (όπως στο παιχνίδι που περιγράψαμε παραπάνω). Διαφορετικά,
θα νικήσει ο πρώτος παίκτης.
Για τους διδάσκοντες. Καθώς η έννοια της νικηφόρας θέσης αποτελεί γενί­
κευση ενός συνόλου από στρατηγικές, μπορεί να γίνει κατανοητή μόνο αφού
επιλυθούν αρκετά από τα παίγνια που παρουσιάζονται σε αυτή την ενότητα.
Όπως πάντα, είναι σημαντικό οι μαθητές να παίξουν το κάθε παίγνιο προτού
το λύσουν.
Πρόβλημα 23.Ένας βασιλιάς τοποθετείται στο τετράγωνο 𝑎1 μιας σκακιέρας.
Οι παίκτες κινούν εναλλάξ τον βασιλιά είτε προς τα πάνω, είτε προς τα δεξιά,
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είτε κατά μήκος μιας διαγωνίου με κατεύθυνση πάνω και δεξιά. Νικητής είναι
ο παίκτης που θα τοποθετήσει τον βασιλιά στο τετράγωνο ℎ8.
Πρόβλημα 24.Υπάρχουν δύο σωροί με γλυκίσματα. Ο ένας έχει 20 κομμάτια,
και ο άλλος 21. Οι παίκτες τρώνε εναλλάξ όλα τα γλυκίσματα του ενός σωρού,
και χωρίζουν τα γλυκίσματα που απομένουν σε δύο (όχι απαραίτητα ίσους) μη
κενούς σωρούς. Ο παίκτης που δεν μπορεί να κάνει κίνηση χάνει.
Πρόβλημα 25. Σε κάθε άκρο μιας λωρίδας τετραγώνων διαστάσεων 1 × 20
είναι τοποθετημένο ένα πιόνι της ντάμας. Οι παίκτες μετακινούν εναλλάξ ένα
από τα δύο πιόνια προς την κατεύθυνση του άλλου κατά ένα ή δύο τετράγωνα.
Τα πιόνια δεν μπορούν να υπερπηδήσουν το ένα το άλλο. Ο παίκτης που δεν
μπορεί να κινηθεί χάνει.
Πρόβλημα 26. Ένα σπιρτόκουτο περιέχει 300 σπίρτα. Οι παίκτες αφαιρούν
εναλλάξ από το σπιρτόκουτο τα μισά το πολύ σπίρτα. Ο παίκτης που δεν μπορεί
να κινηθεί χάνει.
Πρόβλημα 27. Υπάρχουν τρεις σωροί με πέτρες. Στον πρώτο σωρό υπάρχουν
50 πέτρες, στον δεύτερο 60, και στον τρίτο 70. Σε κάθε γύρο, καθένας από τους
σωρούς που περιέχει περισσότερες από μία πέτρες χωρίζεται σε δύο μικρότε­
ρους σωρούς. Ο παίκτης που αφήνει σωρούς με μεμονωμένες πέτρες είναι ο
νικητής.
Πρόβλημα 28. Σε έναν μαυροπίνακα είναι γραμμένος ο αριθμός 60. Οι παίκτες
αφαιρούν εναλλάξ από τον αριθμό του μαυροπίνακα οποιονδήποτε από τους
διαιρέτες του, και αντικαθιστούν τον αρχικό αριθμό με το αποτέλεσμα αυτής
της αφαίρεσης. Ο παίκτης που θα γράψει τον αριθμό 0 χάνει.
Πρόβλημα 29.⋆ Υπάρχουν δύο σωροί από σπίρτα:

(α) ένας σωρός με 101 σπίρτα και ένας σωρός με 201 σπίρτα,
(β) ένας σωρός με 100 σπίρτα και ένας σωρός με 201 σπίρτα.
Οι παίκτες αφαιρούν εναλλάξ από έναν σωρό έναν αριθμό από σπίρτα ο

οποίος ισούται με έναν από τους διαιρέτες του πλήθους των σπίρτων στον άλλο
σωρό. Νικά ο παίκτης που θα αφαιρέσει το τελευταίο σπίρτο.

§4. Ανάλυση από το τέλος του παιχνιδιού:
Μια μέθοδος εύρεσης νικηφόρων θέσεων

Οι αναγνώστες της προηγούμενης ενότητας ίσως έχουν την αίσθηση ότι η ανα­
κάλυψη ενός συνόλου από νικηφόρες θέσεις βασίζεται μόνο στη διαίσθηση,
και επομένως δεν είναι απλή. Θα περιγράψουμε τώρα μια γενική μέθοδο που
θα μας επιτρέψει να βρίσκουμε ένα σύνολο νικηφόρων θέσεων σε πολλά παί­
γνια.

Επανερχόμαστε στο Πρόβλημα 23, με τον βασιλιά στη σκακιέρα. Ας προ­
σπαθήσουμε να βρούμε ένα σύνολο από νικηφόρες θέσεις. Όπως πάντα, η τε­
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λική θέση του παιχνιδιού, με τον βασιλιά στο τετράγωνο ℎ8, θα πρέπει να εί­
ναι νικηφόρα. Επομένως, τοποθετούμε στο τετράγωνο ℎ8 ένα πρόσημο συν
(βλ. Εικόνα 46). Θα τοποθετήσουμε το ίδιο πρόσημο σε κάθε άλλο τετράγωνο
στο οποίο ο βασιλιάς βρίσκεται σε νικηφόρα θέση, και πρόσημο μείον σε κάθε
τετράγωνο το οποίο δεν είναι νικηφόρα θέση (τις θέσεις αυτές θα τις ονομά­
ζουμε ηττώμενες).

ΕΙΚΟΝΑ 46.

Δεδομένου ότι τα τετράγωνα εκείνα από τα οποία ο βασιλιάς μπορεί να με­
τακινηθεί σε νικηφόρα θέση με μία μόνο κίνηση είναι ηττώμενα, φτάνουμε
στην Εικόνα 47. Από τα τετράγωνα ℎ6 και 𝑓8 μπορούμε να μετακινηθούμε
μόνο σε ηττώμενα τετράγωνα, και επομένως αυτές οι θέσεις θα πρέπει να εί­
ναι νικηφόρες (Εικόνα 48). Αυτές οι νέες νικηφόρες θέσεις οδηγούν σε νέες
ηττώμενες θέσεις: ℎ5, 𝑔5, 𝑔6, 𝑓7, 𝑒7, 𝑒8 (Εικόνα 49). Συνεχίζουμε κατά ανά­
λογο τρόπο (βλ. Εικόνες 50 και 51). Κάθε φορά που παίρνουμε ένα σύνολο
από μείον, τοποθετούμε πρόσημα συν σε εκείνα τα τετράγωνα από τα οποία
κάθε κίνηση οδηγεί σε ηττώμενο τετράγωνο, και κατόπιν τοποθετούμε μείον σε
εκείνα τα τετράγωνα από τα οποία υπάρχει τουλάχιστον μία κίνηση που οδη­
γεί σε νικηφόρο τετράγωνο. Τελικά, τα συν και τα μείον θα διαταχθούν όπως
στην Εικόνα 52. Όπως καταλαβαίνουμε εύκολα, τα τετράγωνα με τα πρόσημα
συν είναι ακριβώς τα νικηφόρα τετράγωνα που υποδείξαμε στην προηγούμενη
ενότητα.

Η μέθοδος εύρεσης νικηφόρων θέσεων που μόλις περιγράψαμε ονομάζεται
ανάλυση από το τέλος του παιχνιδιού. Αν την εφαρμόσουμε στο παιχνίδι με τον
πύργο από την προηγούμενη ενότητα (Πρόβλημα 22), μπορούμε εύκολα να

ΕΙΚΟΝΑ 47. ΕΙΚΟΝΑ 48. ΕΙΚΟΝΑ 49.
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ΕΙΚΟΝΑ 50. ΕΙΚΟΝΑ 51. ΕΙΚΟΝΑ 52.

προσδιορίσουμε το σύνολο των νικηφόρων θέσεων και για αυτό το παιχνίδι.
Εργαζόμενοι όπως στις Εικόνες 53 και 54, φτάνουμε σύντομα στην Εικόνα 55.

ΕΙΚΟΝΑ 53. ΕΙΚΟΝΑ 54. ΕΙΚΟΝΑ 55.

Για τους διδάσκοντες. Οι μαθητές συχνά εκτελούν τη δική τους «ανάλυση
από το τέλος του παιχνιδιού» διαισθητικά. Δηλαδή, μπορούν να διαβλέψουν
το τέλος του παιχνιδιού από μερικές κινήσεις πριν, και αρχίζουν να μαθαίνουν
ποιες από τις τελευταίες λίγες εφικτές κινήσεις είναι νικηφόρες· έπειτα γενι­
κεύουν αυτή την ανάλυση σε όλο το παιχνίδι. Ο καλύτερος τρόπος μάθησης
είναι οι μαθητές να κάνουν αυτή την ανακάλυψη μόνοι τους (παίζοντας το παι­
χνίδι), και κατόπιν να τους ζητηθεί να τη διατυπώσουν.
Πρόβλημα 30. Μια βασίλισσα βρίσκεται στο τετράγωνο 𝑐1 μιας σκακιέρας.
Οι παίκτες κινούν εναλλάξ τη βασίλισσα κατά οποιονδήποτε αριθμό τετραγώ­
νων προς τα δεξιά, προς τα πάνω ή κατά μήκος μιας διαγωνίου προς τα δεξιά
και πάνω. Νικά ο παίκτης που θα μπορέσει να τοποθετήσει τη βασίλισσα στο
τετράγωνο ℎ8.
Λύση. Χρησιμοποιώντας ανάλυση από το τέλος του παιχνιδιού, παίρνουμε τη
διάταξη των συν και μείον της Εικόνας 56. Επομένως, ο πρώτος παίκτης νικά·
μάλιστα, μπορεί να επιλέξει ανάμεσα σε τρεις αρχικές κινήσεις, στα τετράγωνα
𝑐5, 𝑒3 ή 𝑑1.
Για τους διδάσκοντες. Το παιχνίδι αυτό μπορεί να αποτελέσει μια καλή ει­
σαγωγή στην ανάλυση από το τέλος του παιχνιδιού. Στη συνέχεια μπορεί να
δημιουργήσει κανείς ασκήσεις για τους μαθητές αντικαθιστώντας, για παρά­
δειγμα, την τετράγωνη σκακιέρα σταΠροβλήματα 22, 23, 30 με ένα ορθογώνιο
παραλληλόγραμμο πλαίσιο οποιωνδήποτε διαστάσεων, ή με ένα πλαίσιο κά­



7. Παίγνια 75

ΕΙΚΟΝΑ 56.

ποιας άλλης ασυνήθιστης μορφής. Λόγου χάριν, θα μπορούσε κανείς να λύσει
το Πρόβλημα 22 σε μια σκακιέρα από την οποία έχουν αφαιρεθεί τα τέσσερα
μεσαία τετράγωνα (ή κάποια άλλα τετράγωνα). Η διάταξη των συν και των
μείον σε αυτού του είδους τη σκακιέρα απεικονίζεται στην Εικόνα 57, στην
οποία τα τετράγωνα που λείπουν είναι σκιασμένα.

ΕΙΚΟΝΑ 57.

Το παρακάτω πρόβλημα δίνει μια ευκαιρία στους μαθητές να εξασκηθούν
στην τεχνική της αναδιατύπωσης ενός παιχνιδιού.
Πρόβλημα 31. Έχουμε δύο σωρούς από πέτρες, που ο ένας περιέχει 7 πέτρες
και ο άλλος 5. Οι παίκτες παίρνουν εναλλάξ οσεσδήποτε πέτρες από έναν από
τους σωρούς, ή ίσο αριθμό πετρών από τον κάθε σωρό. Ο παίκτης που δεν
μπορεί να κινηθεί χάνει.
Λύση.Μπορούμε να αναδιατυπώσουμε την κατάσταση που έχουμε σε αυτό το
πρόβλημα με τη μορφή μιας κατάστασης που εμφανίζεται σε μια συνηθισμένη
σκακιέρα. Αρχικά αποδίδουμε συντεταγμένες σε κάθε τετράγωνο, αριθμώντας
τις γραμμές από το 0 μέχρι το 7, ξεκινώντας από την κορυφή, και τις στήλες
από το 0 μέχρι το 7, ξεκινώντας από τα δεξιά. Κάθε θέση του αρχικού παιχνι­
διού χαρακτηρίζεται από ένα διατεταγμένο ζεύγος αριθμών: τον αριθμό των
πετρών στον πρώτο σωρό, ακολουθούμενο από τον αριθμό των πετρών στον
δεύτερο. Σε κάθε τέτοια θέση αντιστοιχίζουμε το τετράγωνο το οποίο έχει ως
συντεταγμένες αυτούς τους αριθμούς. Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι μια κί­
νηση στο αρχικό παιχνίδι αντιστοιχεί σε μια κίνηση βασίλισσας στη σκακιέρα,
προς τα πάνω, προς τα δεξιά, ή πάνω σε μια διαγώνιο προς τα πάνω και προς τα
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δεξιά. Με αυτή την αναδιατύπωση του προβλήματος, το παιχνίδι γίνεται πανο­
μοιότυπο με εκείνο του Προβλήματος 30. Να σημειωθεί ότι με την ίδια τεχνική
μπορούμε να αναδιατυπώσουμε και τα παιχνίδια των Προβλημάτων 10 και 20.

∗ ∗ ∗

Πρόβλημα 32. Ένα άλογο είναι τοποθετημένο στο τετράγωνο 𝑎1 μιας σκα­
κιέρας. Οι παίκτες μετακινούν εναλλάξ το άλογο είτε δύο τετράγωνα προς τα
δεξιά και ένα τετράγωνο πάνω ή κάτω, είτε δύο τετράγωνα προς τα πάνω και
ένα τετράγωνο δεξιά ή αριστερά (συνήθεις κινήσεις του αλόγου, αλλά σε πε­
ριορισμένες κατευθύνσεις). Ο παίκτης που δεν μπορεί να κινηθεί χάνει.
Πρόβλημα 33. (α) Υπάρχουν δύο σωροί με 7 πέτρες ο καθένας. Σε κάθε γύρο,
ένας παίκτης μπορεί να πάρει μία μόνο πέτρα από έναν από τους σωρούς, ή
μία πέτρα από τον κάθε σωρό. Ο παίκτης που δεν μπορεί να κινηθεί χάνει.

(β) Εκτός από τις κινήσεις που περιγράφονται παραπάνω, οι παίκτες επι­
τρέπεται να πάρουν μια πέτρα από τον πρώτο σωρό και να την τοποθετήσουν
στον δεύτερο. Οι άλλοι κανόνες παραμένουν οι ίδιοι.
Πρόβλημα 34. Υπάρχουν δύο σωροί με 11 σπίρτα ο καθένας. Σε κάθε γύρο,
ένας παίκτης θα πρέπει να πάρει δύο σπίρτα από τον έναν σωρό και ένα σπίρτο
από τον άλλο. Ο παίκτης που δεν μπορεί να κινηθεί χάνει.
Πρόβλημα 35. Το παιχνίδι αυτό ξεκινάει με τον αριθμό 0. Σε κάθε γύρο, ένας
παίκτης μπορεί να προσθέσει στον τρέχοντα αριθμό οποιονδήποτε φυσικό
αριθμό από το 1 μέχρι και το 9. Ο παίκτης που θα φτάσει στον αριθμό 100
νικά.
Πρόβλημα 36. Το παιχνίδι αυτό ξεκινάει με τον αριθμό 1. Σε έναν γύρο, ένας
παίκτης μπορεί να πολλαπλασιάσει τον τρέχοντα αριθμό με οποιονδήποτε φυ­
σικό αριθμό από το 2 μέχρι και το 9. Ο παίκτης που θα φτάσει πρώτος σε έναν
αριθμό μεγαλύτερο του 1000 νικά.
Πρόβλημα 37. Το παιχνίδι αυτό ξεκινάει με τον αριθμό 2. Σε έναν γύρο, ένας
παίκτης μπορεί να προσθέσει στον τρέχοντα αριθμό οποιονδήποτε φυσικό
αριθμό μικρότερο από αυτόν. Ο παίκτης που θα φτάσει στον αριθμό 1000 νικά.
Πρόβλημα 38. Το παιχνίδι αυτό ξεκινά με τον αριθμό 1000. Σε έναν γύρο,
ένας παίκτης μπορεί να αφαιρέσει από τον τρέχοντα αριθμό οποιονδήποτε μι­
κρότερό του φυσικό αριθμό ο οποίος είναι δύναμη του 2 (να σημειωθεί ότι
1 = 20). Ο παίκτης που θα φτάσει στον αριθμό 0 νικά.


